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Die Bestimmung yon Energiehyperfl~ichen mehratomiger Systeme 
nach einer Interpolationsmethode 

mit Hilfe der Vorstellung der Atomassoziationen 

II. Die Methode 

Von 

H. PREUSS * 

Es wird ein Ansatz fiir die Energiehyperflgchen do yon mehratomigen Systemen angegeben, 
wobei die Anzahl der Zentren beliebig sein kann. Die im Ansatz stehender Parameten k6nnen 
dnrch Forderungen an do bestimmt werden. Es wird dabei gezeigt, dag alle sich aus der Vor- 
stellung der Atomassoziationen ergebenden, sowie aus anderen physikalischen Gegebenheiten 
(Bindungsabstgnde, Bindungsenergien, Kraftkonstanten und Energieverlauf bei sehr kleinen 
und groBen Kernabst~nden) folgenden Forderungen an ~ bei diesem Ansatz nur zu linearen 
Gleiehungen in den Parametern ffihren. 

Es werden die entsprechenden Gleichungen angegeben und die MSglichkeiten diskutiert, 
die sich aus diesem neuen Ansatz ffir die theoretisehe Chemie ergeben. 

A formalism is given for the potentiM energy surfaces do of systems of many atoms. The 
number of centers is unrestricted. The parameters in this formalism can be determined by 
imposing certain conditions on 5 ~ It is shown that all conditions which arise from the theory 
of associated atoms as well as from physical facts (as bond lengths, binding energies, force 
constants and the energy function for very small and very large nuclear distances) lead only 
to linear equations for these parameters in this formalism. 

The equations are given here and the possibilities which arise in theoretical chemistry by 
this new formalism are discussed. 

Une formule est donn6e pour la surface ~nerg~tique oz de syst~mes s n'importe quel nombre 
d'atomes, dont les param~tres peuvent ~tre d6termin~s par des prescriptions sur d ~ Nous 
montrons que routes les conditions d~rivant d'une part de la th~orie des associations d'atomes, 
d'autre part des donn~es physiques (distances et 6nergies de liaison, constantes de force et 
eourbes d'~nergie s tr~s petites ou tr~s grandes distances internucl6aires) ne eonduisent qu's 
des ~quations lin6aires pour les param~trcs. Ces 6quations sont donn6es, et les possibilit~s 
que ce formalisme prate s la chimie th6orique, sont discut6es. 

1. Die allgemeinen Formeln 
Vor einiger Zeit wurde vom Verfasser ein Ansatz  fiir die Po ten t ia lkurven  # 

zweiatomiger Systeme a, b angegeben [2], der eine groi~e Anzahl  yon Forderungen  
zu erffillen gestat tet ,  wobei die dadurch auf t re tenden Bedingungsgleiehungen fiir 
die in # befindlichen Parameter  in ]inearer Fo rm erhal ten wurden. Der Ansatz  
ha t te  im einzelnen die Form 

Z~, Zb Z~ Zb 
# =  vr + [E(0) -- #(c~)]S(Rab)  + R~b -- E(Rab) + t i ~  (1) 

* Max Planck-Institut fiir Physik und Astrophysik, 8 Miinchen, FShringer Ring 6. 
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mit 
m--1  

I + Z cj R ~  

S (Rub) -- ~=1 (la) 
I + ~ de R'ib 

Die Forderungen an 6 ~ lassen sieh in folgender Weise angeben: 

~# = 0 (2b) 
~Rab  R(Ob ) 

~ #  =/cab (2c) 
ab "~ctb 

O0 
~(Rab) = ~, e5 ], ~=/ R ~  -+ ~ (c~) ; (Rub >> I ; > 0) (2d) 

E (Rub) = E (O) -k E2 R2ab q- Ea Raab + * " " ; ( R u b < i )  . (2e) 

Dabei bedeuten: Rab = Kernabstand der Atome a, b; (Gleichgewicht bei 
R~~ 
Za, Zb = Kernladungszahlen der beiden Atome 

(oo) = Energie der getrennten Atome 
E (0) = Energie des ,,vereinigten Atoms" (Atom Init der Kernladg. Za q- Zb) 
Bah = Bindungsenergie } 
]Cab Kraf tkonstante  der Bindung . wenn Bindung vorhanden 

Nach Vorgabe der GrSBen E (0), # (oc), Za, Zb, Bab, ]Cab, ej (] = ]', ]i q_ 1,*" ") 
und Ep (p = 2, 3 , . . . )  kSnnen die c;. und dj in (la) aus linearen Gleiehungen er- 
halten werden, wobei m in (ta) so groB gewghlt werden soil, dab die AuflSsung 
dieser Gleichungen eindeutig ist. Liegt keine Bindung vor, so entfallen natiirlieh 
die GrSBen Bah und/Cab. In  diesem Falle k6nnten noeh einige Parameter  in (la) 
offengehalten werden, die an Streuexperimenten justiert werden kSnnten. 

E (Rab) in (t) stellt die reine Elektronenenergie dar. Die Darstellung der Ge- 
samtenergie # auf der reehten Seite yon (1) folgt exakt  aus der Schr5dinger- 
gleichung. Die Darstellungen (1) uncl ( l a )  erlauben eine Verallgemeinerung au/ 
eine beliebige Anzahg von Zentren. Um das zu zeigen, sehreiben wir zuerst den 
Ansatz (I) (la) in der Form 

Z, Zb 

mit  
M 

E ~ i=o 
; (cr o = i )  . ( 3a )  

I ~ RJ 

Der Ubergang zu (t) (ta) I/igt sieh leicht mit  Hilfe der im Teil I dieser Arbeit dar- 
gelegten Vorstellungen der Atomassoziationen vornehmen. Danaeh ist 

E (0) = # (ab); E (c~) = 5 ~ ( ~ )  = # (a }b) , (4) 

und wir erhalten aus (3a) 

~o = # (ab) (5a) 
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05M 
~ -  = ~ (a !b) . (5b) 
c~ M 

Ziehen wir (Sb) yon (3a) ab, so erhalten wir 
M 

E = N ( a ] b )  + ' = ~  , (6) 
1+  2:cr 

1=1  

G1. (6) geht in (t) (ia) fiber, wenn in (6) der erste Koeffizient im Zghler vor die Sum- 
me gezogen wird. Der Zusammenhang zwisehen den cj und  dj und den c U und  a} 
ergibt sieh dann  in folgender Weise: 

, ~ j -  g (a I b) a~ 
cr = d j  ; #(ab)--d ~(alb) cj ; ( ] > 0 )  . (7) 

Liegen N Atome (Zentren) vor, so gil~ an S~elle yon  (3) exak~ 

~-~=i ~ z~z. = E +  W # = W + (s) 

mit  E als Elektronenenergie des Systems. Da  die Translations- und  die Rotations- 
bewegung des gesamten Kerngerfistes keine J~nderung yon  # und  E hervorrufen 
kann, hgngt  • (und auch E) nur  yon  3 N -  6 = 2, Koordinaten  ab. Die Wahl  dieser 
Koordinaten  ist noch frei. Wir  wollen bier von  den (~) Kernabs tgnden R , ,  2' 
herausgreifen (bei linearer Anordnung der Zentren betrgg4 2, = N - l). Ffir N = 2, 
3 und 4 ist somit 2, mit  der Anzahl aller Kernabstgnde identisch, wie die folgende 

a 

N=2 /7=3 
a: o3 c b d b 

f=l  f=3 f= 
o 

l~igur zeigt. 

:Fig. 1 

Is t  N > 4, so kSnnen (~) - F Kernabstgnde dutch die anderen ausgedrfiekg 
werden, wie in Fig. 2 angedeuteL wenn 2V = 5 [F  = 3N - 6 = 9; (~) = 10]. 

Ffir noch grSBere Anzahlen yon  g 
Zentren wird man  versuehen, die 2' 
Kernabstgnde mSgliehsg symme- 
triseh bezfiglieh der Kernkonstella- 
t ion des Grundzustandes im Molekfil , ;~ 
zu verteilen. Ein  Beispiel in Fig. 3 

a 

8 . . . .  

c / 
Fig .  2 F ig .  3 
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zeigt den ~'all N = 12 mit F = 30, [({) = 66], der aueh das Benzol und/~hnliohe 
Verbindungen einsehliegt. Die iibrigen 33 Abst/~nde k6nnen dureh die in Fig. 3 
verwendeten ausgedriiekt werden. Einige Beispiele, die Verbindungsgerfisten aus 
der organisehen Chemie entlehnt sind, enth/~lt Fig. 4. 

~ d  z f 

9 

f = ~2 f = 2~ 
(~2)= ~5 (~)= ~5 

Fig. 4 

Die Verallgemeinerung yon (8a) mit (3a) nehmen wit in der l%rm (~'ooo... = t) 

[MI 
~• s~ R~ . . . .  R~ ~_~V V~ ~ "  ~ - E + W (9) 

vor, wobei die Summe bedenteb, dab / j  yon 0 bis M i 1/iuft ( / =  1 . . .  F). Diesor An- 
satz besitzt nacla wie vor alle Vorgeile yon (3a), d. h. alle entsprechenden Forde- 
rungen, die man ans (2) durch Verallgemeinerung auf N > 2 erh/ilt, ffihren bei der 
Bestimmung der ~ und a '  anf lineare Gleichungen ! 

Die R t stellen die F Kernabst~nde dar, die man aus den (~) RA~ (~, # = i . . . iV)  
ausgewghlt hat, wie wit in den Figuren erl/~uterten. Dag bei den Forderungen 
lineare Gleiehungen in den ~ und cd auf~reten, kann man auf folgende Weise ein- 
sehen: I-Iandelt es sich um oin stabiles Gebilde mit N Zentren, wobei die GMch- 
gewiehtsabs~/inde mit R(1 ~ R~ ) bezeichnet sind, so treten an Stelle yon (2a) (2b) 
und (2e) die l~ordornngen 

(~(0)) = B + e (~ I b l ~ I "'" ] ~r 

a ~ l  = o -  ( i = ~ . . . F )  0/h ] !~(o) 

~ = ~  ( i = l - . . F ) .  

~(0) steht ffir die Gesamtheit aller R~ ~ 
bezfiglich der Koordina~e R, definiert. In (10a) haben wir ffir die Energie der ge- 
trennten Atome die Bezeichnnngsweiso ffir die en~sprechende~ Atomassozia- 
tionen verwendet, wobei B diejenige Energie bedeutet, die das System gegenfiber 
d ~ (a ]b ]c ] . . .  IN) gewinnt, wenn es in die Gleichgewichtskonstella~ion fibergeht. 
Die Bildungsw~rme wird aus B erhalten, wenn dieses dnrch die Energie der Null- 
punktsschwingungen korrigiert wird. 

(t0a) 

(~Ob) 

(lOt) 

(i = 1 "  .F). Die Kraftkonstante k/ ist 
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Aus (10b) erhglt man  

~ g ]  0 P  1 0Q ] E(9t(~ ~W = 0 ( t l )  
OR, i~(o) = 0R~ ~(O)Q(9~(o)) 0R~ I~( o) Q(~(~ + ~R7 U(o) 

wenn man  abkfirzt  
P 

d = - Q - + W =  E + W  ; ( Q > 0 )  . (12) 

Aus (11) folgt weiter 

o P ~(o) ~Q ~ W OB, OR, ~(o) E (~(o)) + ~ Q (~(o)) = 0 , (i3) 

woraus folgt, dab sich die Best immungsgleichungen ffir die cr und  cr r linear er- 
geben, wenn ~(o) und E (~(o)) vorgegeben sind; dabei  ist 

#(~(o) )  = ~ ( ~ ( o ) )  + w ( ~ ( o ) )  = B + # ( a l b l ~ l  . . .  IN)  , 0 4 )  

Die Forderung (10e) ergibt 

~ { ~ P  I ~Q E ~ W } i  = k t  , (15) 
(OR, ~R, Q eR, Q + 5~-~ ~(o) 

und es folgt welter daraus  

t ~2p ~(o) ~ P  t ~Q ~2Q E ~Q E ~Q ~(o) 
Q ~R? ~R~ Q2 ~Rl !R(O) ~ Q u(o) + ~R~ Q~" OR, -- 

Q t ~E ~(o1 ~2W aR~ Q 0R~ + ~  ~(o)=k~ . (15a) 

Nach Einsetzen der Beziehung ( i i )  und  wegen 

0/~ [ ~(o) ~R~ Ig(o) ' 
geht  (i5a) fiber in 

~2p I I ~2Q E ~ W OQ I 0~"W 
~R~ Q ]~(o) ~ Q ~(o) + OR~ OR~ Q ~(o) + -~-B~ ~(o) + 

OQ I ~ ~(o, = k~ , (17) 
+ OR~ Q 

so dab wieder, nach Multipl ikation mi t  Q (.~(o)), lineare Gleiehungen in ~ und ~ '  
erhalten werden : 

~2p] ~Q u (~ ~ aQ ~ W e 2 W Q = k~ Q (~(o)) (18) 

2. Die Bes t immungen der Pa ramete r  a und a '  
Nachdem wir gezeigt haben,  dab sieh im Bindungsfalle naeh (13) und (18) 

lineare Gleichungen fiir die ~ und cJ in (9) ergeben, wollen wir weitere Forderun-  
gen an (9) diskutieren. 

In  (l) war  der Ansatz ffir E sehon so gewghlt,  dab ffir R ~ 0 und R -7 oo die 
richtigen Energien ffir das vereinigte A tom und ffir die get rennten Atome resul- 
t ierten, t~fir den allgemeiuen Ansatz ergeben sieh daraus  weitere Forderungen an 
die a und a ' ,  indem sich ftir die Grenziiberggnge zu den Atomassozia t ionen die 
entspreehenden Energien ergeben sollen. Wir  kSnnen je tz t  an die I )ber legungen 
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im I. Teil dieser Arbeit ankniipfen. Danach muB gelten 

lim E = # (K) ; (K = t . .  'Air). (I9) 
[g] 

Aus (9) folgt naeh Anwendnng yon (19), dab der Zusammenhang 

~tK~ _ d~ (K) (20) 
t 

~ [ K ]  

vorliegt, wobei C~rKl dasjenige ~h'"& bedeutet, bei dem die [j. die folgenden 

Werte haben : 

{0 w e n n R j ~ O  } 
./I = Mj wenn Rj -> ~ beim Ubergang naeh [K] . (2t) 

Auf diese Weise sind A~v Parameter in (9) linear mit den Energien der Atomasso- 
ziationen verbunden. 

Jeder Ansatz naeh (9) ffir N-Atome ist eharakterisiert (neben N) dureh die 
Angabe der ~1/1... MF. Die mathematisehe Form yon (9) ist v o n d e r  Anzahl der 
Atome unabh/tngig. Wenn vat im folgenden die Verallgemeinerungen der Forde- 
rungen (2d) und (2e) bespreehen wollen, so geniigt es, die Gleiehungen ffir einen 
Satz der M i (] = t . "  .F)  herzuleiten. Beziiglieh dieses Satzes teilen wir die F 
Kernabst/~nde in zwei Gruppen yon je F(~ ) und F(K ~) R~., ein, wobei jeweils 
diejenigen Kernabst/inde zusammengefaBt werden, die beim lJbergang zur Atom- 
assoziation [K] versehwinden (F(~ 1) oder naeh unendlieh gehen (F(K~)). 

/~1 " ' "  RF?)  RF(~ " ' "  RF~) + F(~ ~)  
. . . . . . ,  t~'K~'(~ + F~oo) = F )  . (22) 

a j  ~ 0  Rj  -+ oo 
/ 

F Kernabst~nde 

Im Sinne der Gln. (2d) und (2e) stellen wir daher jetzt verallgemeinerg die Ener- 
gie wie folgt dar 

v E(K) R~ . . . .  ~zF~) V (K) t? -J~)+~ - , (23) E = ~. �9 ~/o) * ~ )  +,. ,o, ~" .... %~)+~"~  -~F (~ "" " R / ~  
g l  " ' "  (JF(OK) - - g l  "" k , . F . K . + I  . F K - - "  

wenn die Kernabstgnde schon hinreiehend klein bzw. groB sind. Die letzte Vor- 
aussetzung ist wiehtig, da andererseits die Wechselwirkungsglieder zwisehen den 
sich entfernenden und zusammengehenden Systemen (Agomen) nieht vernaeh- 
15~ssigt werden dfirfen, wie das in (23) der Fall ist. 

Die gi sind ganzzahlig und laufen yon Null ab nach positiven Werten. Es muB 
sein sein 

E(K) ~(~:) = g (K) . (23a) 
0 0 "  �9 �9 0 - } -  ~ 0 0 "  " �9 0 

0hne Einsehr/~nkung ihrer Bedeutung kann G1. (23) erst naeh dem t3bergang 
R 3. -~0 ( ] = l ' " F ~ ) )  oder naeh R j - ~ o o  ( j = F ( ~ ) + I , . . . F )  verwendet wer- 
den. Wit haben dann jeweils nur eine der beiden Summen zu betrach~en, wobei 
die andere in (23a) Null gesetzt werden mug! 

Nach einem der beiden ~Tbergs tr i t t  in (9) F(~ ) oder F(K ~ an Stelle yon F, 
und wenn die Indizes der ~ undc , '  nach (22) geordnet werden, so treten in (9) 
danach nur noch die Parameter 
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oder 

~,(0) 
%o. . .o  I~ )+~ . .  "l~ = P / l " "  I.~(o~) ; (Ri ~ 0) (24a) 

(i = i . . .  ~(2 )) 

(oo) o " --~  ~ ) ~/x'"iF~) Mr~)+I...M~ = flA'"]-~) ' (Rj 

(] = ~ V ~ ) + l , . . . F )  (245) 

auf. Entsprechend sind die tim)' und fl(~)' zu bilden. Wir haben also nach den Ober- 
gi~ngen, die jewefls an der Seite angegeben sind, 

[M] 
\~ ,~c0) RL~ ~:)) 

, - ~ A ' " l v ( ~ 1 7 6  R{1 �9 �9 �9 
I~ . . .1~o)  K / K  o~ 

E =  ~u~ ; (Rj -+ 0) (25a) 
v ~(0), " ' "  R / ~ )  = F~))  

I1 .'7 (~ ) " I1""1~) /~{ i  F(2 ~ (i i . . .  " ' "  F K  

[M] 
t,!,.-~(~176 R{1.. �9 R1~ ) 

/1" " 
E = EM] ; (Rj -+ c~) (25b) 

~<+)' /r " ' "  ff:?)~) F~> 
/ 1 ' "  

Wir beziehen uns im fo]genden auf  eine der Darsgellungen, wobei dio Anzahl der 
Kernabst/ inde _~' betrggg, und  wollen zuerst den Zusammenhang zwischen E in 
(23) und den Paramete rn /?  und  fi~ besprechen. 

Durch Koeffizientenvergleich erhglg man aus (25b) dio folgenden linearen 
Gleichungen in/~(~) und  fi(oo), 

fi(~) _ ~(o~), ( 2 6 )  11"" "1~, - -  Z E l r h  ~, /~-h~, " "/F~-h~.~ Fh~ h~'. "/F~ 
h I �9 �9 �9 h F t  

wobei in der Summe 

h l = O ' ' . h  ; ( ] = l ' " F ' )  . (26a) 

~iir den Verlauf yon E fiir R~- -+ c~ (] -- F ~  ) + l . . .  F)  dividieren wir in 

[M1 

I1"" "/F, 
E =  rM] ; (R/-~0)  (27) 

y ~(0), . # ~ ,  = . . ._v~))  
h " ' t v ,  

Z~hler und Nenner  durch R M~. ~M~, �9 ",,~, und  erhalten, nach Setzen yon 

i 
~--; = y ~ ,  (28) 

die G1. (27) in der Form 

~, ~ ( o )  . . .  

/ ~ ' " I F ,  
E = EM~ ( 2 9 )  

V / I " " / F ,  " " " X t "  
/1"" "/v, 

Wir kSnnen je tz t  wieder wie im E-Verlauf  fiir Rj -+ 0 vorgehen und  erhal ten die 
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Bedingungsgleichungen 

]I"''/F' ehl--]l' ~(0)' (30) 
h~...hF, 

mit 
hj = / j  . . - M j  ; (j = ~ . . .  F ' )  . (30a)  

3. Die Bedeutung des Ansatzes 
Bei der Bestimmung der cr und c~' in (9) kSnnen neben den Bindungsabsts 

der Bindungsenergie und den Kraftkonstanten alle Energien 4 ~ (K) der ira System 
mSglichen Atomassoziationen verwendet werden. Daneben ist in den Gr6Ben E 
und e der Energieverlauf ffir grebe und kMne Kernabst/~nde erfagt. Der bier vor- 
geschlagene Ansatz erlaubt somit eine bisher noeh nieht verwendete grebe Anzahl 
von Informationen fiber die Energiehyperfls zu beriicksichtigen. Der Einbau 
der • (K) bedeutet, daB die so justierte Energiefunktion 4 ~ ffir alle Grenzfs 
Ry -+ 0 und /?j -+ oo die richtigen Werte liefert. Sollte kein stabiles System aus 
N Atomen existieren, so sind zusammen mit den GrSBen E und e naeh (26) und 
(30) schon eine grebe Anzahl yon Forderungen an d ~ zu erhalten, die zum Studium 
der StoBvorgs ira System yon Nutzen sein kSnnen, indem auf diese Weise 
N~herungen fiir die AbstoBungskurven erhalten werden. Auch eine Abschs 
der adiabatischen Aktivierungsenergie (Potentialberg) ist auf diesem Wege 
mSglich. 

Die GrSgen E und e kSnnen (soweit sehon berechnet) der Theorie entnommen 
werden. Dabei werden die E aus dem Verfahren des vereinigten Atoms erhalten 
[1], [5], ws die e bei der StSrungsreehnung der getrennten _&tome auftreten. 

Es ist wiehtig darauf hinzuweisen, dab beim Obergang eines Kernabstandes 
naeh Null, also beim Ubergang N -,  N -  1, in jedem Falle die sehon beim An- 
satz fiir N - t erhaltenen Relationen zwisehen den cr und a '  und den Justierungs- 
gr6Ben verwendet werden kSnnen. Es sind also ffir N + I nieht wieder yon vorn 
alle Relationen zwisehen ~ und ~' und diesen Gr6Ben zu bereehnen, wenn der Fall 
mit N Zentren (Atomen) sehon behandelt wurde. Nur ffir die c~und c~', die beim 
Ubergang _h r -~ N + i neu auftreten, sind neue Gleiehungen aufzustellen. Es 
liegt hier somit ein gewisses Baukastenprinzip vet, naeh welehen die ~ und ~' be- 
stimmt werden. 

Sehlieglieh sei noeh auf VerwendungsmSgliehkeiten hingewiesen, die sieh bei 
Anwendung der theoretisehen Verfahren (SCF-LCAO; CI; SCF-LCGO [3]; 
KGO [4]) anbieten. Bekanntlieh steigt der t~eehenaufwand betr/iehtlieh, wenn 
naeh diesen 3/[ethoden die Energiewerte fiir eine grebe Anzahl von Kernkon- 
stellationen bereehnet werden. Hier w/~re daran zu denken, nur einige oZ-Werte 
zu bestimmen und diese zur Justierung der ~ und c~' heranzuziehen, was ebenfalls 
zu linearen Gleiehungen ffir die c~ und ~' fiihrt. Daneben k6nnten einige ~ und 
cr noeh mit I-Iilfe der bier angegebenen ~Sgliehkeiten bereehnet werden. Mit dem 
Ansatz (9) ist zu hoffen, dab aueh die Sehwingungen und I{otationen yon Sy- 
stemen mit mehr als zwei Atomen der wellenmeehanisehen Behandlung zu- 
g~nglieher werden. Da bei der Bestimmung yon ~ und a '  sehr wenig spektro- 
skopisehes Material Verwendung gefunden hat, ist damit eine weitere Verbin- 
dung zwisehen den konventionellen Verfahren der Quantenehemie und der 2VIolekfil- 
sloektroskopie angedeutet, die besonders ffir N > 2 wirkungsvoll werden k6nnte. 
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Die ausf t ihr l iche B e h a n d l u n g  dieser  F r a g e n  soll in  den  F o r t s e t z u n g e n  dieser  
Arbe i t  durehgef i ih r t  werden.  I m  fo lgenden  Teil  I I I  wi rd  zuers t  der  Fa l l  d re ie r  

A t o m e  b e h a n d e l t .  

Herrn Professor S. B~ODE~SE~ (Universitat /~rhus) danke ich herzlieh fiir Diskussionen 
und wertvolle Hinweise anlgglieh meines Aufenthaltes in Diinemark. 

Dem VERBAND DER CItEMISCHEN INDUSTRIE mSch~e ich an dieser Stelle fiir dig 
Bereitstellung yon Mitteln fiir die wissensehaftliehen Untersuchungen meinen Dank sagen. 
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